V  Lecgon 262 :Convergences d’une suite de va-
riables aléatoires. Théorémes limite. Exemples
et applications.

On considére dans toute cette lecon (€2, .4, P) un espace de probabilté sur lequel
sont définies toutes les variables aléatoires considérées qui elles seront & valeurs
dans R?.

On rappelle que ||.||, = (IE(||”)% est une norme et (L?,||.||,) est un espace de
Banach.

a Plan

a.l Généralités

Définition 43. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire.

e SiVe >0, JingO]P’(\anX| > ¢) = 0. On dit que X, converge en probabilité
vers X. On notera X, Ex

e Si X,, € LP converge dans LP vers X si JZ_Q;LOEHX" — X|P] = 0. On parlera
de convergence en norme p et on notera X, Bx

e X, converge presque siirement s’il existe un ensemble de probabilité 1 sur
lequel X, converge simplement vers X. On notera X, 35

Proposition 38. Il y a unicité de la limite pour ces trois modes de convergences.

Théoréme 33. e La convergence presque siire implique la convergence en
probabilité.

e La convergence en norme p implique la convergence en probabilité.

Contre-Exemple 4. (La convergence en probabilité n’implique pas celle en norme
p)
On prend X,, de loi 1 — #50 +-L6,. Alors X,, converge presque siirement vers

np

0 mais Vn € NE(|X,, —0|P) =1

Théoréme 34. e Si X,, converge en probabilité vers X alors il existe une
sous suite qui converge presque surement vers X.

e Si X,, converge en probabilité vers X et s’il existe Z € LP tel que Vn €
p
N, | X,| < Z alors X,, et X sont dans L? et on a X, x

32



Théoréme 35. (Théoréme de transfert)
Soit X une variable aléatoire & valeur réelle dont la loi sera noté Py. Alors :

e Pour toute fonction ¢ : R — R mesurable, on a [, ¢(X(w))dP(w) =
Jr ¢(@)dPx ()

e Pour toute fonction ¢ : R — C mesurable alors ¢ o X est intégrable par
rapport a la mesure dP
si et seulement si
¢ est intégrable par rapport a la mesure dPxy et dans ce cas

Jo (X (w))dP(w) = [ ¢(x)dPx (z).

Théoréme 36. (Loi Faible des Grands Nombres)
Si X € I}, alors Zk=1Xe B p(x)

Application 8. (Théoréme de Bernoulli)

>k

Soit (Ap)n<o indépendantes de probabilité p, alors % —=p

a.2 Convergence presque siire

Définition 44. Soit (A, )nen C A alors limsupA, = ﬂp Ungp A,

n—oo

Proposition 39. w € limsupA,, < w est dans une infinité de A4,.
n—o0

Lemme 21. (Borel-Cantelli)
Soit (A,,) une suite d’évenement de A.

e Siy  P(A,) < +oo alors P(limsupA,) =0

e Si de plus les A, sont indépendants alors > P(4,) = +oo =
P(limsupA,) =1

Corollaire 13. S’il existe une série a termes positifs de terme général ¢,, conver-
geante telle que ZI:(; P(|X,, — X| > €,) < +oo alors (X,,) converge presque
surement.

Corollaire 14. Si Ve > 0,3 P(|X,, — X| > €) < 400 alors X,, 23 X

Proposition 40. (Inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire réelle positive alors Ya > 0,P(X > a) < E(f)

Théoréme 37. (Loi Forte des Grands Nombres)
Soit (X,)n>0 variables aléatoires indépendantes et identiquements distribuées
tel que E(|X1| > 0). Alors >, %2 converge presque stirement vers E(X;)

i=1 n
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Lemme 22. Vt € [-1;1], exp(t) < 1+t +t2

Théoréme 38. (Méthode de Monte Carlo) (Développement 1)

Soient A, B € R, f € L'(I,R) tel que |f| < A presque partout et I; f2<B
ainsi que (X,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi uniforme sur I.

On définit Vn € N*, e, = 2=/ =/ f(fi)_ff !

Alors e,, converge presque surement vers 0 et

Ve €]0; L[, P(len| > €) < 2exp(2—j;)

a.3 Convergence en norme p
I désigne un ensemble quelconque.
Proposition 41. Les LP sont décroissant pour I'inclusion.

Application 9. Pour < p < q on a que la convergence en norme L*° implique
la convergence en norme L9 qui implique celle en norme LP.
Et la convergence en norme LP implique celle en norme L!

Définition 45. (X;);cs est équi-intégrable si liT f‘ | X;|dP =0
a—r—+00

Xi|>a
Ezemple 17. e X ¢ L' = X est équi-intégrable

e (X,);cr suite de variables aléatoires convergeant dans L! alors (X,,) est
équi-intégrable.

Définition 46. (X;);c; est équicontinue si
Ve, In > 0, P(A) <n = sup [, | X;|dP < e
i€l

Proposition 42. (X;);cs est équicontinue si et seulement si (X;);cr est équi-
intégrable et bornée dans L.

Application 10. La somme de deux familles équi-intégrables est équi-intégrable.

Théoréme 39. (Vitali)

Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires intégrables et X une variable
aléatoire.

(X )nen est équi-intégrable et converge en probabilité vers X si et seulement si
(X, )nen converge dans L' vers X

a.4 Convergence en Loi

Lemme 23. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles.

X et Y ont méme loi & X et Y ont méme fonction de répartition
< X et Y ont méme fonction caractéristique

& V¢ fonction bornée [ ¢dPx = [ ¢pdPy
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Définition 47. (X,,) converge en loi vers X (on dit aussi que la suite des mesures

Px, converge étroitement vers la loi Px. On notera X, 5 X quand
V¢ : R — R continue, bornée on a : lim([ ¢dPx») = [ ¢dPx

Proposition 43. On considére les (X,,) a valeurs dans R.
X, 5Xe lim(Fx, (t)) = Fx(t) en tout point t ou F est continue.
noo

Application 11. X, 5X o lim(P(a < X,, < b)) =P(a < X <b)Va,bou F
est continue. /
Cela s’étend & R? en tout point a et b tel que P(X =a) =0=P(X =b)

Corollaire 15. (X, X) a valeurs dans N donc X,, 5 X
& Vk € N, im(P{X, = k}) = P{X =k}

Proposition 44. e La convergence presque siire implique la convergence
en loi.

e La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

Proposition 45. (Réciproque partielle)
Si (Xn)nen converge en loi vers ¢ une constante alors elle converge aussi en
probabilité vers c.

Proposition 46. Soit f une fonction continue
e Si X, &% X alors f(X,,) % f(X)
o X, 5 X alors f(X,) = f(X)
e X, 5 X alors F(Xn) A F(X)
Définition 48. e La loi Binomiale de paramétre (n, A) € N x [0, 1] est don-
née par :
By =P(X =k)= ()X (1 -N""* VkeN

e La loi de Poisson de paramétre A € Ry est donnée par :
Vk €N, Py(k) =P =k) = ekaff

Lemme 24. Soient X (respectivement Y) qui suivant une loi de Poisson de
parameétre A(respectivement ).

Si X et Y sont indépendantes, alors X-+Y suit une loi de Poisson de paramétre
A+ p.

Lemme 25. Soit (X,Y) deux variables aléatoires a valeurs dans N? et A C N.
Alors |IP(X € A) —P(Y € A)| <P(X #Y)
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Théoréme 40. (Inégalité de Le Cam)(Développement 2)
Soient A > 0, n € N tel que n > A. Alors ;5 |B,, 2 (k) — PA(k)| < %

Théoréme 41. (Lévy)

o Siox, 730 ¢x simplement alors X, £ x.

o Si ¢x, i 1 simplement et 1 continue en 0 alors ¥ est la fonction ca-

ractéristique d’une variable aléatoire Y et (X, )nen converge en loi vers
Y.

Théoréme 42. (Théoréme Central Limite)
X € L? alors Y2 (E(X) — ==X & (0, 1)

Théoréme 43. (Formule de Stirling)

n! ~ v2mn n"e "
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b Développement

b.1 Méthode de Monte Carlo
Théoréme 44. (Méthode de Monte Carlo) (Développement 1)
Soient A, B € Ry, f € L*(I,R) tel que |f| < A presque partout et [, f> < B
ainsi que (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi uniforme sur I. <
On définit Vn € N*, e, = M
Alors e, converge presque surement vers 0 et
2
Ve €]0; %[, P(len| > €) < 2exp(55)

On débute par démontrer un petit lemme :

Lemme 26. Vt € [—1,1],exp(t) <1+t +¢2

Preuve. Soit g(t) = exp(—t)(1 + ¢ + ¢?) sur [-1,1] une fonction dérivable.
Alors :

g () =exp(—t)(—=1 —t —t> +1+1)
= texp(—t)(1 —t)

Donc g est décroissante sur [-1,0] et croissante sur [0,1].
Donc g(t) > g(0) =1, V|t| < 1= exp(t) <1+t +t?

Les f(X;) sont des variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi.
Comme X7 est de loi uniforme sur I alors par le théoréme de transfert on a

E(lf(X0)[] = [, [f] < +oo.

A Taide de la loi forte des grands nombres, e, converge presque surement vers
0.

Soit € > 0, @ > 0, z € R — exp(ax) € R bijective croissante. Alors P(e,, >
€) = P(exp(aey,) > exp(ae)). Dapres l'inégalité de Markov, on en déduit que
Ple, > ¢) < Hel

But : Majorer ]E[ @en] pour un bon choix de . Du fait que les X; sont indépen-
dants et de méme loi, alors :

Efeer] = E[[ | exp(awn

i=1

= HE exp(a fI

— (Efeap(al ff 1) = Jidypy
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Pour presque tout = € I,

1@ = [ 11=1 [ (5@ = renar

<24

Ainsi si o < J%, alors 2|f(z) — [, f| < 1, pour presque tout z € I. Grace au
lemme, pour presque tout = € I,

eap(2(f(x) — [, £) <1+ 2(f(@) — [, /) + S (fl@) — [, )*

Comme X1 est de loi unlforme sur I, alors par le théoréme de transfert,
X)) —
E[exp(aw /exp 2t Y fI
n

<14 /(f /f /I(f—/lf)z

<140+ Sl - 281506 [ 1+ B[ 17

@ EL ) —2/f +(/f>

a?
<1+ RGP - (f 1)
o2
<1+ SE[f(X0)?)
2
a
1+ EB
car par le théoréme de transfert on a E[f(X1)?] = [, f? < B.

Or in(l+z) <z, Vx > 0. On en déduit que :

Efecp(ae,)] < (1+ 5B)" < eap(a®7).

Donc P(e, > €) < exp(—ae + a?2), Va € [0, 2.

Minimisons «. La fonction polynomiale de second degré —Xe + X 2% en X est
minimale lorsque o = g% ore < Q

On peut choisir a = §% < 3% On a donc P(e,, > €) < exp(—% ) On remplace
f par -f et e, par —e,. On obtlent par symétrie P(—e,, > €) § exp( 432 ).

Pour conclure on a prouvé que P(|e,| > ¢€) < 263:;0(—2—6;)

b.2 Inégalité de Le Cam

Théoréme 45. (Inégalité de Le Cam)(Développement 2)
Soient A >0, n € N tel que n > X. Alors >-, - |B,, 2 (k) — Pa(k)| < e

Sment € [0,1], on définit b = maz(pe ?,p — e ?) et la loi de probabilité
= (X,Y) sur N x {0,1} pour :
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e u,(0,0)=eP?—(p—10)
e u,(0,1)=p—b
o u,(1,0) =pe?—b
b up(lvl) =
(

o uy(k,0) = 2 v > 2
o uy(k,1)=0

Cela définit bien une loi de probabilités car toutes ces valeurs sont entre 0 et 1,
de plus la somme de celles ci vaut 1.
Vérifions que X est bien une loi de Poisson de paramétre p :

0

e P(X=0)=eP—pl—e?)+pl—eP)=ecP =5GP

—p, 1

e P(X =1)=0+pe™? = 5~

o P(X = k)= " vk >2

De méme, on vérifie que Y est une loi de Bernoulli de paramétre p :

—p k e~ Ppk
e P(Y =0)=eP—=p(l—eP)+ 2 sy "5 =P+ 2iso 7 =1-p
o P(Y =1)=p(l—eP)+pe? =p
o P

(X #Y) <2p? comme 1 —e % <z, Vr €R
On en déduit que :

P(X£Y)=1-P(X =Y)
=1l—-e?+(p—-0)—0b
=1—eP+p—-2b
<p+p—2b
<2(p-0b)

Si b =pe P alors p—b=p(l —eP) <p?etonabien P(X #Y) < 2p? sinon
b=p—ePetpe™<p—e—p.

Alors comme e P < 1%7 on en déduit que :

P(X#AY)<2(p-p+e?
=2e7 P
P

“14p
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Sachant que pe ™ < p — e™P, montrons que ﬁ <p.
Comme ¢(z) = e~ %(z+1) — x est une fonction dérivable (de dérivée —ze™* —1),

décroissante sur [0,1]. Pour z¢ = _1;‘/5, g(zp) > 0 alors p > .

Or g est la plus grande racine du polynéme 2 + 2 + 1. Donc comme p > xg =

ﬁlpgpetonaP(X#Y)SZpZ.

Soit A C N. Montrons que |B,, 1 (A) — P\(4)| < 2%2.
Considérons (X;,Y;)1<i<n variables aléatoires indépendantes identiquement dis-

tribuées de loi px. Les lois X; vérifient une loi de Poisson de paramétre 2.

n
D’aprés le lemme 4, "' | X; suit une loi de Poisson de paramétre n® = \. De

plus, > | Y; suit une loi binomiale de paramétre (n, %)
Alors avec le lemme 5,

[PA(A) = B, x| = [P Xi € A) = P(Y_Y; € A)|
i=1

i=1

<SPQ_Xi# ) Y)
i=1 =1

<P@Eie{l,..n},X; £Y)

<Y P(X; £Y))
=1
A
<> 25
=1 n
2)2
S -
n
On considere alors A = {k € N, B, x(3)>p, (1)}
Donc
D oIPAR) = Byl = D IPA(R) = By agl + Y IPa(k) = B, 2l
k>0 k€A kgA
= Baaw = 2 BB+ PR =Y Buagy
keA keA kgA kgA
= B, 2(A) = PA(A) + PA(4) - B, 1 (4)
227 2)2
S - -
n n
AN
a n
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